Analyse Combinatoire. k-distorsions de [1, n] et de ℕ.  by De Biasi, Jean
Europ. J. Combinatorics (1986) 7, 283-286 
Analyse Combinatoire. k-distorsions de [1, n] et deN. 
JEAN DE BIASI 
Existence pour tout k E 1'\J d'un n E 1'\J tel que !'ensemble des permutations de [1, n] admette une 
k-distorsion parmi ses elements. L'ensemble des k-distorsions de 1'\J a Ia puissance du continu. 
For any k E 1'\J there exists an n E 1'\J such as there is a k-distorsion in the set of the permutations 
of [1, n]. The set of k-distorsions of 1'\J has infinite continuous cardinality. 
1. PRELIMINARIES (n et k sont des nombres entiers naturels non nuls) 
Adoptant une terminologie introduite par C. Frasnay [3] nous dirons qu'une permuta­
tion d de 1 'intervalle d 'entiers In = [ 1, n] en est: 
(a) Une distorsion si pour tous x, x' E In avec x"' x' on a: ld(x)- d(x')l"' lx- x'l. 
(b) Un k-derangement si pour tout x E In on a: Id (x) -xi ;-;. k. 
(c) Une k-distortion si d est ala fois une distorsion et un k-derangement. 
On sait [2], [ 4] que pour tout n ;-;. 4 il existe au moins une distorsion de In. (Le cas 
n = 8 est evidemment le probleme classique consistant a placer 8 dames qui ne se menacent 
pas sur un echiquier ordinaire 8 X 8). 
Poursuivant une etude de C. Frasnay [3] nous prouvons ici que 
(a) Pour tout kE~ il existe nE~ tel que !'ensemble !?.Ok(n) des k-distorsions de In soit 
non vide. 
(b) Pour tout k E~ il existe des k-distorsions de~ et I'ensemble !?.Ok(N) de ces k-distorsions 
a Ia puissance du continu. 
2. ExiSTENCE POUR TouT kE~ D'UN n E~TEL QUE !?.Ok(n) SoiT NoN VIDE 
Comme evidemment toute k-distorsion de In en est une k'-distorsion pour tout k' ~ k 
ce cas general admet par exemple pour solution (nous en avons trouve d'autres). 
d(x) = d1(x) =2x+6p+2 pour x E [1, 6p+3] 
k =3p+2 d(x) = d2(x) =2x -12p -6 pour x E[6p +4, 9p+4] 
{ n = 18p +8 { d(x) = d3(x) =2x -6p -3 pour x E [9p + 5, 12p+ 5] 
d(x) = d4(x) =2x-24p-11 pour xE [12p+6, 18p+8] 
(Les verifications se font sans difficultes; pour une illustration voir ci-apres les figures 
correspondant a k =2, n =8 et k =5, n = 26). 
Cette etude entre dans le type des problemes a seuil (ou problemes combinatoires du 
type Ramsey) le seuil s(k) etant ici le plus petit des nE~ tels que !?.Ok(n)"' 0. Pour les 
premieres valeurs de k nous avons recherche ce seuil sur machine mais malgre les nouvelles 
possibilites du Centre de Calcul de Toulouse* nous n'avons pu depasser k =4 valeur a 
laquelle correspond s(4) = 20. 
Nous conjecturons cependant que s(5) = 26 [avec Ia solution generate appliquee au 
cas p = 1] et que pour k ;-;. 2, s(k) = 6k -4. 
* DPS 8. Systeme Multics 
283 
0195-6698/86/040283 +04 $02.00/0 © 1986 Academic Press Inc. (London) Limited 
• 
• 
• • 
• 
284 J. de Biasi 
Evidemment d'apres Ia solution generale on a s(k) <S; 18 [k/3] +8 ([k/3]: partie entiere 
de k/3) 
1 2 3 4 5
s(:) I 3 8 14 20 26? 6k-4? 
k=l 
n=4 k: 3 1/l/1.7 
4 m n = 14 
•
• 
• l/1/ 1/k: 
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// /V1//Vi/ 
//// /V /Vi/ •• //// //VVi/V/ // // /Vi/. • 
vv // // //i/ • 
[/ vvv i/V[/[/1/ • 
[/ vv1/ 1/[/ [/I/ ••v v 1/ 1/ v [/I/ 
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FIGURE 1 
3. LES k- DISTORSIONS DE N 
Dans le quadrillage plan indefini N X N rapporte a un repere orthonorme Ox, Oy soot 
notees respectivement Ln, en. Dn• .:ln les droites d'equation y = n (horizontales), X= n 
( verticales), x - y = n (diagonales premieres), x + y = n (diagonales secondes). 
Une configuration de n dames dans ce quadrillage est dite 'stable' si deux dames 
quelconques parmi ces n ne se menacent pas. De plus on dira qu'un tel ensemble de 
dames 'neutralise' la partie du quadrillage formee des points situes sur l'une au moins 
des droites precedemment definies et passant par l'une de ces n dames. 
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Pour k donne on sait que pour n = s(k) il existe, d, k-distorsion de In representee par 
une configuration stable de n dames dans le carre Cf5 =In x In. d neutralise une partie de 
N X N incluse dans la region. 
PA ={1,;;; x,;;; n}u{1 ,;;;y,;;; n}u {-n+ 1,;;; x- y,;;; n -1}u {2,;;; x+ y,;;;2n}. 
Soit alors nl ~ 4 un entier naturel. Le carre cgl = [2n + nl' 2n + 2nl -1] X [n + 1, n + nd 
est de cote n1 et est entierement hors de PA. II existe done dans Cf51 une configuration 
stable de n1 dames associee aune distorsion de In, sans aucune interaction avec les dames 
de Cfl. 
A ce stade la diagonale premiere la plus 'haute' est D1_n qui coupe C 2n+n,-I en un 
point d'ordonnee 3n + n1 - 2 et la diagonale seconde la plus 'haute' est L1 3 n+Jn,-I qui 
coupe Cn+I en un point d'ordonnee 2n + 3 n1 - 2. 
Supposons par exemple que 3n + n1 - 2 soit inferieur ou egal a2n + 3n1 - 2, i.e. n,;;; 2n1 , 
(raisonnement analogue dans l'autre cas). 
Alors le Carre Cfl2 = [n + 1, 2n + n1 -1] X [2n + 3n1 -1, 3n +4n 1 -3] de Cote n + n1 -1 est 
entierement hors des regions neutralisees par les dames de Cf5 u Cf51 • II existe done dans 
Cf52 une configuration stable de n + n1 -1 dames, associee aune distorsion de In+n,-I sans 
aucune interaction avec les dames de Cf5 u Cf51 , qui de plus occupe toutes les colonnes de 
[n + 1, 2n + nl -1] qui ont ainsi ete 'rattrapees' 
Maintenant et toujours dans l'hypothese n,;;; 2n1 la diagonale premiere la plus basse 
est D2 n+n,-I qui coupe L 2 n+Jn,-2 en un point d'abscisse 4n +4n1 - 3 et la diagonale seconde 
la plus haute est Llsn+sn,-4 qui coupe Ln+n,+I en un point d'abscisse 4n +4n 1 - 5. Par suite, 
le Carre Cfl3 = [4n +4n 1 -2, 5n+6nl-5] X [n + n1 + 1, 2n +2nl-2], de Cote n+2nl-2, est 
entierement hors des regions neutralisees par les dames de Cf5 u Cf51 u Cf52 • II existe done 
dans Cf53 une configuration stable de n + 2n1 - 2 dames associee a une dis torsion de 
[n + 2n1 - 2] sans aucune interaction avec les dames de Cf5 u Cf51 u Cf52 et qui de plus occupe 
toutes les lignes de [n + nl + 1, 2n- 3nl- 2] qui ont ainsi ete 'rattrapees' a leur tour. 
Etc ... en rattrapant main tenant les colonnes de [2n + 2n~o 4n + 4n1 - 4]. 
Ce processus peut evidemment se poursuivre indefiniment et il permet en allant 
suffisamment loin vers la droite ou vers le haut de rattraper alternativement les lignes et 
les colonnes non encore occupees et de construire ainsi une distorsion de N qui prolonge 
la k-distorsion de n = s(k) donnee a priori et qui de ce fait est done une k-distorsion de 
N. 
De plus dans chacun des echiquiers successivement introduits il existe au moins 2 
configurations stables puisque si d est une distorsion de In, d-1 en est une autre distincte 
de d (puisqu'il n'y a jamais 2 points sur une meme diagonale seconde). Par suite, le 
cardinal de l'ensemble des distorsions de"' est superieur ou egal a 2w(w = INI) et comme 
ce cardinal est evidemment inferieur ou egal a ww = IN""I et que 2w = ww (puissance du 
continu), l'ensemble des k-distorsions de N a done la puissance du continu. 
4. ENONCE RECAPITULATIF 
THEOREM E. Que/ que soit n EN: 
II existe n EN (par exemple n = 18[k/3] + 8) tel que I' ensemble des permutations de [1, n] 
(groupe symetrique Yn) possede une k-distorsion parmi ses elements. 
L' ensemble des k-distorsions de N a Ia puissance du continu. 
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